Модели и разрешающие соотношения для анализа контактного взаимодействия гладких и шероховатых тел методом граничных элементов by Ткачук, Николай Николаевич et al.
ISSN 2079-0075. Вісник НТУ "ХПІ". 2014. № 29 (1072) 158
circular tooth. The equations of active surfaces of circular arch teeth of mixed gearing for the addendum and 
dedendum of gear’s teeth respectively. 
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МОДЕЛИ И РАЗРЕШАЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ АНАЛИЗА 
КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ГЛАДКИХ И  
ШЕРОХОВАТЫХ ТЕЛ МЕТОДОМ ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  
 
В статье предложены подходы к решению задачи о контактном взаимодействии гладких и шероховатых 
тел. Задача сводится к граничному интегральному уравнению. Дискретизация искомого контактного 
давления осуществлена при помощи метода граничных элементов. Влияние шероховатости моделируется 
при помощи упругого основания Винклера. Получены асимптотические оценки для определения влияния 
податливости слоя на контактное давление.  
Ключевые слова: контактное взаимодействие, контактное давление, интегральное уравнение, ме-
тод граничных элементов, шероховатость, напряженно-деформированное состояние 
 
Введение. Одним из направлений обеспечения контактной прочности взаи-
модействующих деталей машиностроительных конструкций является обеспечение 
как можно большей площадки, по которой происходит их контактирование при 
приложении нагрузки. Для этого отдается предпочтение вариантам первоначально-
го (без нагрузки, т.е. геометрического) контакта по участку поверхности или по 
линии перед точечным контактом. В то же время проблемы, возникающие в пер-
вых двух случаях (концентрация напряжений в зоне кромок даже при контакте 
идеально совпадающих (конгруэнтных) поверхностей или линий, а также при уче-
те отклонения от плоскости, цилиндричности и т.п., дополненных неточностями 
вследствие упругого деформирования остальной части деталей, пребывающих вне 
контакта), вынуждают привлекать для их устранения различные виды модифика-
ций (например, бочкование зубьев передач или роликоподшипников, продольная 
модификация рабочих поверхностей зубчатых колес и т.п.). Вместе с этим сущест-
вует множество деталей, которые по самой своей природе предполагают точечную 
локализацию контакта (зубчатые колеса двухпараметрических передач, тела каче-
ния шарикоподшипников, пространственные кулачки и т.п.). Это обусловлено спо-
собом передачи с их помощью сложных видов движения. Поскольку и в этом слу-
чае присутствует стремление уменьшить контактные давления, то объяснима тен-
денция уменьшения приведенной кривизны, а с ним – и величины зазора, по край-
ней мере, в одном из двух главных направлений в точке первоначального геомет-
рического контакта. В результате и в первом, и во втором случае возникает ситуа- 
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ция, когда известные и широко применяемые условия модели Герца [1] не выпол-
няются. Более того, при соизмеримости величины начального зазора и упругих 
перемещений поверхностей контактирующих тел с шероховатостью их нельзя счи-
тать гладкими. 
Соответственно, возникает задача анализа распределения контактных давле-
ний в сопряжении упругих деформируемых тел [1] в постановке, существенно 
расширенной по сравнению с классической. Для решения этой задачи привлекают-
ся самые разнообразные методы: аналитические расчеты, основанные на усовер-
шенствованной модели Герца [1-3], численный метод конечных элементов (МКЭ) 
[4-8]; экспериментальные технологии с использованием чувствительных к давле-
нию пленок [9]. В то же время все применяемые подходы, методы и модели имеют 
свои рамки применения, характеризуются различной степенью точности и требова-
тельностью к затрачиваемым ресурсам, что, в свою очередь, не дает возможности 
выделить тот или иной метод как доминирующий или универсальный. Таким обра-
зом, в ходе исследований рационально применять различные методы анализа кон-
тактного взаимодействия из некоторого доступного их множества (или их сочета-
ние). При этом актуальной задачей является пополнение этого множества методов, 
поскольку расширение арсенала инструментов для определения контактных пло-
щадок и давлений повышает достоверность и точность результатов, получаемых на 
разных этапах проектных разработок. Особенно это важно для сложнопрофильных 
тел (СПТ), аналитическое или численное моделирование контактирующих поверх-
ностей которых зачастую не удовлетворяет требованиям оперативности, точности 
и адекватности описания контактного взаимодействия.  
В связи с отмеченными обстоятельствами актуальной и важной научно-
практической задачей является совершенствование численных методов определе-
ния напряженно-деформированного состояния элементов машиностроительных 
конструкций с учетом их контактного взаимодействия как гладких или шерохова-
тых тел, решению которой посвящена данная работа. 
 
Постановка задачи. При исследовании контактного взаимодействия слож-
нопрофильных тел [9-12] возникает необходимость проведения многовариантного 
решения задач анализа при варьировании формы и размеров взаимодействующих 
тел. Конкурирующими требованиями при этом выступают оперативность и точ-
ность решения единичной задачи анализа, которые в значительной мере определя-
ются методом, выбранным для ее решения.  
В частности, рассмотрим из всего их разнообразия метод Герца и МКЭ. Пер-
вый значительно сужает множество тел, для которых он дает приемлемую точ-
ность решения, однако позволяет проводить достаточно оперативную оценку кон-
тактных давлений и контактных площадок. Второй применим и обеспечивает вы-
сокую точность моделирования для тел конечных размеров любой формы, однако 
требует больших затрат времени на формирование численных моделей, особенно 
для контакта СПТ. Таким образом, по критериям «точность – оперативность» дан-
ные методы как бы разнесены по противоположным краям воображаемого интер-
вала показателей «применимость – ресурсозатратность», условно обозначая край-
ности возможностей по каждому из критериев. Компромиссным с этой точки зре-
ния представляется метод граничных интегральных уравнений: он свободен от 
требований теории Герца о первоначальном точечном контакте тел и о представле-
нии локального зазора в сопряжении тел в виде положительно определенной квад-
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ратичной формы от координат, задающих точки общей касательной плоскости. 
Этим существенно расширяется множество тел, доступных для исследования их 
контактного взаимодействия. С другой стороны, в отличие от МКЭ, он оперирует с 
существенно меньшими по размерам дискретными моделями, поскольку снижает 
на единицу физическую размерность при постановке задачи. Таким образом, для 
многих случаев исследуемого контактного взаимодействия СПТ метод граничных 
интегральных уравнений является альтернативой методу Герца и МКЭ, сочетая 
преимущества первого и второго и будучи лишен (в значительной мере) их недос-
татков, и поэтому представляет интерес при решении контактных задач.  
Целью проведенных и описываемых в статье разработок является модифика-
ция метода граничных интегральных уравнений для исследования контактного 
взаимодействия гладких и шероховатых сложнопрофильных тел, ограниченных 
поверхностями произвольной формы. Решение задачи осуществляется в такой по-
следовательности: вначале формируются разрешающие уравнения для случая кон-
такта гладких тел, а затем они обобщаются на случай шероховатых тел. 
Кинематическая модель контакта гладких тел. При исследовании контакта 
гладких тел несогласованной (т.е. несовпадающей) формы [1-9] в отсутствие тре-
ния в первом приближении рассматриваются перемещения точек поверхностей и 
зазор между ними только в нормальном 
(по отношению к поверхностям возмож-
ного контакта) направлении. На этой ос-
нове выводятся кинематические соотно-
шения контакта. Такое упрощение моде-
ли нормального контакта базируется на 
пренебрежении изменением направления 
векторов нормали поверхностей взаимо-
действующих тел [1, 9-15]. Примером 
является теория Герца, в рамках которой 
нормальный зазор между поверхностями 
приближенно представляется квадратич-
ной формой в локальной системе коорди-
нат, связанной с точкой первоначального 
касания тел и расположенной в касательной к 
ним плоскости. 
В более общем случае приходится учи-
тывать точную форму зазора между телами, 
для чего вводится система координат, центр 
которой (точку О) традиционно располагают 
на линии действия прижимающей силы Р 
(рис. 1, 2).  На рис. 2 приняты следующие обо-
значения: 21,δδ – смещение бесконечно уда-
ленных точек тел 1 и 2; 21,uu – упругие пере-
мещения точек тел 1 и 2 под действием кон-
тактного давления Р; ),( yxh  – распределение 
начального зазора между точками тел 1 и 2; 
21, zz  – координаты точек поверхностей тел 1 
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Рисунок 1 – Представление локального 
зазора между контактирующими телами 
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Рисунок 2 – Деформация тел  
и образование контактной  
площадки под действием  
нормального усилия 
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и 2. Тогда приходим к следующей общепринятой записи нелинейных соотношений 
для нормального контакта:  
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Модель деформирования упругого полупро-
странства. Принимая для перемещений 21,uu  соот-
ношения как для упругих полупространств (рис. 3) 
[16], получаем:  
 ( ) ( )[ ] ηξρηξpiν−= ∫∫ ddpEyxu
S
z /,/1),( 2 ,  
( ) ( )22 η−+ξ−=ρ yx .                     (2) 
 
Поскольку распределения контактных давлений, 
действующих на границу обоих взаимодействующих 
тел, совпадают, то в соотношениях (1) неизвестные перемещения ),(
1
yxuz  и 
),(
2
yxuz  выражены исключительно через единственную функцию распределения 
давления p, которая в дальнейшем будет искомой: 
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Здесь 2,1,, =ν iEii  – коэффициент Пуассона и модули упругости материала каждо-
го из контактирующих тел. Контактная площадка S  и распределение давлений 
( )ηξ,p , присутствующие в правой части равенства, являются неизвестными и иско-
мыми.  
Дискретизация. Для определения контактной площадки и распределения дав-
лений в случае сложной геометрии контактирующих тел, когда контактная задача 
не имеет аналитического решения в замкнутой форме, привлекаются различные 
численные методы. Среди них для решения задач негерцевского нормального кон-
такта упругих тел рассмотрим те, которые основаны 
на замене непрерывных распределений усилий набо-
ром элементов. Они различаются между собой типом 
аппроксимации неизвестных контактных давлений и 
способом учета граничных условий. Здесь будет ис-
пользовано кусочно-линейное представление распре-
деления усилий, которому отвечают непрерывные и 
гладкие поверхностные смещения, характерные для 
контакта сложнопрофильных тел. Искомая функция 
контактных давлений приближается суперпозицией 
массива пирамидальных элементарных распределе-
ний, вершины которых расположены в узлах регу-
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Рисунок 3 – Перемещение 
границы полупространства 
под действием нормально-
го усилия 
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Рисунок 4 – Регулярная тре-
угольная сетка и пирами-
дальный элемент давления  
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лярной сетки шага с, состоящей из равносторон-
них треугольников (рис. 4, 5), и при этом полно-
стью определяется дискретным набором узло-
вых значений давлений np : 
  
( ) ( )∑ ⋅η−ηξ−ξ≅ηξ
n
nnn ppp ,ˆ, . 
Для нахождения величин усилий в узлах сетки, 
наилучшим способом удовлетворяющих гра-
ничным условиям, применимы два следующих 
подхода: прямой метод (или метод коллокаций), 
в котором система разрешающих соотношений 
получается путем записи условий (5) для задан-
ного набора точек коллокации [17, 18]; вариаци-
онный метод (принцип Калькера), в рамках которого за действительные принима-
ются узловые значения контактных давлений, минимизирующие функционал энер-
гии [19]. Применение каждого из вышеуказанных методов требует умения вычис-
лять нормальные смещения (3) для используемого типа аппроксимирующих дав-
лений. Очевидно, что такая задача эквивалентна определению перемещений zu , 
отвечающих каждой из базисных нагрузок. Для пирамидальных элементов (см. 
рис. 4) в силу их однородности достаточно вычислить значения поверхностных 
смещений для одной единичной пирамиды с единичными сторонами как 
 
( ) ∑ η−ξ−pi=+ −
m
mmzz yxwcEyxuyxu ),~~,
~
~(*),(),( 1
21
                   (4) 
 
где U
m
mSS = ; mS  – шестиугольная область пирамидального элемента с вершиной 
в узле ( )mm ηξ , ; )1(S  – шестиугольная область с единичными сторонами; )1(pˆ  – 
единичное пирамидальное распределение на ней, а  
 
  ( )[ ] ηξρηξ= ∑ ∫∫ ~~/,ˆ),(
)(
)1(
)1(
ddpyxw
m S
                                   (5) 
 
является „шаблоном” формы распределения перемещений для единичного пира-
мидального элемента (см. рис. 4). Простой алгоритм вычисления значений этой 
функции как в отдельных точках [1], так и во всей плоскости [18], изложен в дис-
сертации [9].  
Следует отметить, что все приведенные выше соотношения являются точны-
ми, а поэтому получаемые описанным выше способом значения „шаблона” 
),( yxw  также будут точными. Однако при численной реализации данного алго-
ритма область его применимости ограничена. При определении формы перемеще-
ний (5) в точках, расположенных далеко от единичного элемента, его вычисление 
связано с выполнением большого числа операций сложения величин разного знака 
с близкими абсолютными значениями, что приводит к возникновению численной 
погрешности. В этом случае, начиная с некоторой величины удаления, пирами-
дальную нагрузку можно заменить сосредоточенной и принять соответствующее 
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Рисунок 5 – Распределение пере-
мещений точек поверхности по-
лупространства от действия дав-
ления (см. рис. 4) 
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ей значение интеграла (5) за окончательный результат. 
Любой подход к непосредственному решению контактной задачи предпола-
гает вычисление перемещений под действием представленной узловыми значе-
ниями нагрузки в заданном конечном числе точек. Если это множество имеет неко-
торый регулярный порядок, как, к примеру, множество узлов сетки элементов дав-
ления, изображенной на рис. 4, то процедуру вычисления узловых значений пере-
мещений можно упростить, снизив вычислительные затраты. 
Продемонстрируем эту возможность в случае, когда для перемещений и кон-
тактных давлений используется общая регулярная треугольная сетка. Для обозна-
чения ее узлов будем применять как сплошную индексацию { }N
nn
I 1= , так и специ-
альную систему отсчета. За ее начало возьмем точку О, которая обычно являются 
узлом сетки. Оси этой системы направлены вдоль двух ортов ie  и je , угол между 
которыми составляет 3/pi  (см. рис. 4). В этом случае любому узлу сетки можно 
поставить в соответствие целочисленные координаты-индексы ),( ji  так, что его 
радиус-вектор будет вычисляться как ijjiJ JJjic ~)( ⇔⋅+⋅= eer . Используя эту 
индексацию, можем переписать равенство (4) для узловых точек: 
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отражающее то, как вычисляется матрица коэффициентов влияния С, связывающая 
узловые значения перемещений с узловыми значениями контактных давлений. Из 
этой записи также видно, как по узловым значениям „шаблона” (5) на единичной 
сетке (для которой с = 1) определяются коэффициенты влияния для сеток с други-
ми размерами ячейки с. Значение коэффициента ( )cycxw klijklij /)(,/)( η−ξ−  для 
двух узлов ijJ  и klJ  определяется только их относительным расположением, и, 
соответственно, разницей индексов ki,  и lj, . Таким образом, достаточно вычис-
лить значение „шаблона” (5) для одного единичного пирамидального элемента в 
узлах отмасштабированной сетки 
)()(: jiwwjicJ jijijiJji ji ′⋅+′⋅=→′⋅+′⋅= ′′′′ ′′ eeeer , а по ним уже определяются 
коэффициенты влияния nmC  для действительной сетки 
 
( ) ( ))()(),()(* 1 mjnjminiwEcCnm −−pi= − .                                  (7) 
 
К достоинствам вычисления коэффициента влияния по „шаблону”, предло-
женному в работе, относится то, что достаточно один раз для всех приложений 
вычислить и сохранить матрицу w  достаточных размеров, а в дальнейшем для 
используемых сеток различных размеров и густоты необходимо будет только 
сформировать матрицу коэффициентов влияния без проведения сложных вычис-
лительных операций. 
Прямой метод решения задач негерцевского нормального контакта упругих 
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гладких тел состоит в том, что условия контакта записываются для конечного чис-
ла точек. В результате формируется система соотношений, позволяющая найти 
узловые значения контактных давлений, которые им удовлетворяют [17]. Выбор 
точек локализации и способ приближенной записи различных условий при этом 
являются довольно субъективными. Стандартной практикой является их численная 
проверка для серии модельных задач, поскольку для большого числа вариантов 
методов не существует строгого доказательства и оценок сходимости. 
Использование общей сетки для пирамидальных элементов давления и узлов 
коллокации позволяет применить для записи соотношений метода выражения (1), 
согласно которым условия контакта в узлах сетки принимают вид: 
  






−>δ−+
−=δ−+
∑
∑
контакта,зонывнеузел,0
контакте;вузел,0
nn
m
mnm
nn
m
mnm
JhpC
JhpC
  (8) 
 
где 21 δ+δ=δ  – суммарное сближение; ),( nnn yxhh =  – узловые значения перво-
начального зазора. 
Другим условием является неотрицательность давлений, что накладывает на 
искомые узловые значения ограничения:  
 
 Nmpm ,1,0 =≥ .                                                    (9) 
 
Более того, вне зоны контакта они должны быть нулевыми, так что  
 
0=mp , mJ  – вне зоны контакта.                                   (10) 
 
В условия (1) и их дискретную запись (8) входит сближение тел δ , которое в 
большинстве задач является неизвестным. Возникающую в связи с этим неопреде-
ленность можно исключить, добавив в систему разрешающих соотношений урав-
нение, в котором присутствует величина действующего прижимающего усилия Р. 
Чаще всего бывает заданным именно оно. Это уравнение получаем интегрировани-
ем по элементам кусочно-линейно представленного давления: 
  
Ppc
m
m =∑ 2/3 2 .                                         (11) 
 
Система соотношений (8)-(11) на практике всегда разрешается единственным 
образом относительно неизвестных { }N
mm
p 1=  и δ . При их определении наиболь-
шей трудностью является то, что форма и размеры области контакта обычно неиз-
вестны. Поэтому для начала необходимо сделать предположения относительно 
зоны контакта и того, какие узлы в нее входят. Обычно строят сетку и делают на-
чальное предположение об области контакта таким образом, что они заведомо по-
крывают истинную область контакта. В ходе последующей итерационной проце-
дуры уточняются как форма пятна контакта, так и значения контактных давлений. 
На каждом ее шаге имеется множество cN , состоящее из индексов cn  узлов, 
предположительно входящих в контакт. Для них должны выполняться уравнения 
из системы (8), а также равенство (11): 
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∈∈
.2/3;, 2 PpcNnhpC
cc
cc
cc
ccc
Nm
mccn
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mmn                (12) 
 
Последнее равенство в системе (12) записано с учетом условия (10): 
cm Nmp ∉= ,0 . Соотношения (12) образуют систему из ( 1+cN )-го линейного 
алгебраического уравнения относительно такого же числа неизвестных. Ее матрица 
формируется из коэффициентов влияния nmC  и весовых множителей из равенства 
(11). Система (12) имеет единственное решение. Полученные с его помощью узло-
вые значения { }
cc
c Nmm
p
∈
 могут оказаться нарушающими условие (9), что будет 
означать, что размеры зоны контакта завышены. Индексы узлов, в которых это 
происходит, исключаются из множества cN , и производится новый шаг итерации. 
Так происходит до тех пор, пока на некотором шаге не будет получено множество 
индексов cN , для которого решение системы (12) даст неотрицательное давление в 
зоне контакта, а также выполняется проверка на выполнение еще одного типа ус-
ловий, представленного в (8) в дополнение к (9) и (10). Варьируемая зона контакта 
постепенно стягивается к искомой. Точность результата при этом определяется 
размером ячейки с.  
Вариационные методы решения задачи негерцевского нормального контак-
та. В отличие от описанного выше прямого метода, в рамках которого находится 
приближенное распределение контактного давления, обеспечивающего выполне-
ние точных соотношений контакта (1) в конечном числе точек, вариационный под-
ход основывается на слабой постановке контактной задачи. Известные результаты 
Фикера [20], а также Дюво и Лионса [21-23] устанавливают общий принцип, опре-
деляющий существование и единственность решения контактных задач. Он заклю-
чается в том, что действительные перемещения точек системы тел, приводимых в 
контакт при выполнении ряда условий, минимизируют полную энергию системы 
U  в пространстве возможных перемещений, удовлетворяющих условию непро-
никновения. 
Однако при использовании модели упругого полупространства, в которой 
имеется соотношение (2), выражающее перемещение точек границы через нор-
мальные усилия на поверхности контактирующих тел, представляется более удоб-
ными принять в качестве варьируемой функции распределение контактных давле-
ний. В этом случае необходимо воспользоваться отличным от вышеупомянутого 
вариационным принципом, предложенным Калькером [9]. Согласно ему для ис-
тинных области контакта и давления, действующего в сопряжении тел, достигается 
минимум полной дополнительной работы Ф среди всех возможных неотрицатель-
ных распределений р. Вид функционала для рассматриваемой задачи и постановка 
задачи минимизации, ей эквивалентной, представлены ниже: 
 
( ) ( ) ( )




≥ηξ→δ−++=Φ ∫∫ SpdShpdSuupp
SS
zz в0,min;2
1)(
21
.              (13) 
 
Здесь S  – некоторая достаточно большая область поверхности полупространства 
(возможные распределения контактных давлений должны иметь ограниченные 
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носители). С учетом соотношения (3) можно видеть, что минимизируемое выраже-
ние является функционалом, зависящим от одной лишь неизвестной функции дав-
ления р. Распределение давления здесь должно удовлетворять неравенству из (13) в 
слабом смысле. 
Приближенное решение этой задачи можно найти, рассматривая значение 
минимизируемого функционала на конечномерном пространстве, образованном 
кусочно-линейными распределениями р на регулярной треугольной сетке. В этом 
случае S  либо точно, либо приближенно совпадает с областью, покрытой сеткой. 
Сам функционал при этом принимает вид суммы квадратичной и линейной форм 
относительно узловых значений давления np . Способ его вычисления зависит от 
схемы численного интегрирования. Применяя простую квадратурную форму с 
узлами, совпадающими с узлами используемой сетки: 
 
( )[ ]∑∫ =
i
ii
S
gfcdSgf 2/3 2 ,                                          (14) 
 
можно прийти к следующей задаче квадратичного программирования, являющейся 
приближением (13), (14): 
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Примечательно, что узловые значения { }Т
nn
p 1= , получаемые как решение (15), 
являются идентичными результату применения прямого метода и удовлетворяют 
условиям (8)-(10). В этом случае имеется эквивалентность не только начальных 
сильной и слабой постановки контактной задачи, но и приближенных методов ее 
решения. Однако это справедливо лишь при использовании формулы (14) для вы-
числения интегралов в (13), что не является обязательным.  
Преимуществами вариационного похода являются наличие условий, единст-
венным образом определяющих форму области контакта и распределение контакт-
ных усилий; возможность применения методов квадратичного программирования. 
Последнее обстоятельство позволяет применять вариационную формулировку для 
формального оправдания применения метода коллокаций. 
Модель контакта шероховатых тел. Для 
учета влияния шероховатости на контактное 
взаимодействие сложнопрофильных тел приме-
нима в первом приближении модель упругого 
слоя, жесткостные свойства которого эквива-
лентны в некотором смысле свойствам шерохо-
ватого поверхностного слоя. Тогда исследуемое 
тело Ω  состоит из двух частей: ´Ω  – гладкое 
упругое тело и ∧Ω  – покрывающий его шерохо-
ватый слой (рис. 6).  
При этом между перемещениями точек Σzu  
поверхности ´S , участвующих в описании усло-
вий контактного взаимодействия, перемещения-
SS 10
1Ω
0Ω
0Ω
0Ω
1Ω
 - 
   
граница  
СПТ
   - граница 
    - упругое  гладкое тело
-   шероховат й слойЫ
гладкого тела 
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Рисунок 6 – Модель шеро-
ховатого сложнопрофильно-
го упругого тела 
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ми гладкого тела zu´  и шероховатого слоя 
∧
zu  существует зависимость 
 
∧Σ += zzz uuu ´ .                                                 (16) 
 
Здесь zu´  выражается через интегральное соотношение (2). Перемещение же ∧zu  
описывается соответствующей моделью для шероховатого слоя. Различные анали-
тические модели контактного слоя рассмотрены в [1, 27]. Из простых моделей 
можно выделить основание Винклера [24, 25]: 
 
puz λ=∧ ,                                                             (17) 
 
где λ  – податливость слоя (или слоев), зависящая от свойств материала и качества 
обработки материала поверхностного слоя исследуемого тела. Модель (17) являет-
ся достаточно упрощенным вариантом более адекватных и точных зависимостей 
(например, степенных) между перемещениями и давлениями в шероховатом слое. 
В то же время даже в таком упрощенном виде она вносит качественное изменение 
в систему взаимодействующих тел, вводя дополнительные элементы в нее. Соот-
ветственно, этим данная упрощенная модель и ценна, в связи с чем использована в 
дальнейших исследованиях. 
Учитывая малую толщину слоя ∧Ω , в дальнейших соотношениях координа-
ты x, y (см. рис.1) точек поверхностей S ,΄ S
 ^
отождествляются. В то же время в ки-
нематических соотношениях контакта происходит замена zu´  на 
Σ
zu . В силу этого 
все приведенные выше соотношения для описания контакта гладких тел остаются 
по форме такими же, за исключением внесения в матрицу коэффициентов влияния 
ΣC  дополнительных слагаемых, расположенных на главной ее диагонали: 
контакта,зонывне узел ,0
контакте;в узел ,0
−>δ−+
−=δ−+
∑
∑
Σ
Σ
n
m
nmnm
n
m
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                    (18) 
 
где коэффициенты матрицы влияния 
 
nmnmnm CC λδ+=Σ .                           (19) 
 
Здесь nmC  – коэффициенты матрицы податливости, определяемые ранее приве-
денными соотношениями (7); λ  – суммарная податливость шероховатых слоев в 
сопряжении шероховатых тел; { }nmmnnm ≠==δ  если ,0; если ,1  – символ Кро-
некера. Добавление к диагональным элементам исходной матрицы податливости 
положительных слагаемых сохраняет ее положительную определенность.  
Тогда результирующие разрешающие соотношения по структуре аналогичны 
соотношениям для гладких тел, однако привнесены дополнительные компоненты 
от специально введенного упругого основания Винклера. Эффект от введения это-
го слоя зависит от соотношения податливости этого слоя, моделирующего шерохо-
ватость, и гладкого упругого тела, которое этот слой покрывает. Если 
 
C<<λ ,                                (20) 
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где C  – норма матрицы С, то результирующая матрица ΣC  состоит из матрицы 
С, возмущенной прибавлением малой диагональной матрицы. Следует ожидать, 
что при этом и распределение контактных давлений, и перемещений будет слабо 
отличаться от решения для гладких тел. Если отвлечься от влияния изменения об-
ласти актуального контакта при изменении λ , то, учитывая, что матрица С, кото-
рая участвует в формировании разрешающих соотношений, может быть представ-
лена в виде: 
ECC λ+=Σ ,                         (21) 
 
где Е – единичная матрица, это обстоятельство можно использовать для оценки 
возмущенного по малому параметру λ  решения. При формировании искомого 
решения участвует обратная к (21) матрица 
 
( ) ( )11 −− λ−≈λ CECK .                              (22) 
 
Таким образом, решение (то есть узловые значения контактных давлений р) 
ожидаемо примерно линейно зависят от податливости λ . 
В другом крайнем случае, когда C>>λ , можно аналогично оценить ре-
шение, возмущенное теперь уже по малому параметру λ/1  
 
( ) 





λ
−
λ
≈λ CEEK 11 .    (23) 
 
Таким образом, решение в данном случае содержит в качестве малого линей-
ного слагаемого компоненту, пропорциональную распределению перемещений в 
гладком теле под действием распределения контактного давления, возникающего 
между жесткими телами. 
В случаях, когда величина перемещений вследствие деформирования слоя 
Винклера, моделирующего шероховатость ∧Ω , соизмерима с перемещениями 
гладкого упругого тела ´Ω  (см. рис. 6), характер поведения решения в зависимости 
от λ  можно выявить только путем численного решения полной системы разре-
шающих уравнений при варьировании λ . 
Что касается остальных разрешающих соотношений (т. е. условия неотрица-
тельных узловых контактных давлений и равенство их суммы интегральному уси-
лию, прикладываемому к взаимодействующим телам), то они остаются такими же, 
как и для случая контакта гладких тел. 
Общая система уравнений для точек в зоне контакта из уравнения (12): 




=∈−=δ− ∑∑
∈∈
Σ
.2/3;, 2 PpcNnhpC
cc
cc
cc
ccc
Nm
mccn
Nm
mmn   (24) 
 
Для точек внутри области контакта, как отмечалось, остаются справедливыми со-
отношения (24), а для точек вне области контакта – (10) и второе из соотношений 
(18). Аналогичной случаю контакта гладких тел остается и процедура итерацион-
ного уточнения области контакта и распределения контактных давлений [26-29]. 
 
Заключение. В работе содержится новая постановка задачи анализа контакт-
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ного взаимодействия сложнопрофильных тел. Во многих практически важных слу-
чаях эта задача сводится к моделированию контактного взаимодействия гладких и 
шероховатых тел по поверхностям несогласованной формы с первоначально то-
чечным контактом. Для решения задачи могут быть привлечены различные мето-
ды, в частности модель Герца и метод конечных элементов. Для преодоления их 
недостатков в работе предложена модификация метода граничных элементов к 
моделированию контактного взаимодействия сложнопрофильных тел. Основными 
элементами новизны является удобный, легко алгоритмизируемый способ анали-
тического определения коэффициентов разрешающей системы уравнений, эко-
номный способ их вычисления и хранения за счет использования свойств симмет-
рии и регулярности. 
Анализ полученных результатов дает основание для следующих выводов. 
1. В работе описан новый вариант метода граничных интегральных уравне-
ний, модифицированный для моделирования контактного взаимодействия сложно-
профильных тел. Он отличается от традиционных формулировок точным вычисле-
нием матрицы и правых частей разрешающей системы линейных алгебраических 
уравнений, ускоренными способами вычисления и экономным хранением коэффи-
циентов матрицы влияния за счет использования свойств симметрии и регулярно-
сти сетки дискретизации. 
2. Для поиска области контактного взаимодействия предложена итерацион-
ная процедура ее уточнения путем пошагового удовлетворения искомыми кон-
тактными давлениями системы разрешающих уравнений и неравенств. 
3. Для учета влияния шероховатости на контактное взаимодействие упругих 
тел предлагается вводить на поверхности тела упругое основание Винклера с ха-
рактеристиками податливости, соответствующими свойствам поверхностного слоя 
реальных шероховатых тел. 
4. Разрешающие соотношения для анализа контактного взаимодействия ше-
роховатых тел аналогичны таковым для случая контакта гладких тел, за исключе-
нием введения в матрицу влияния дополнительных диагональных членов, пропор-
циональных податливости винклерова слоя, моделирующего шероховатость. 
5. Для случаев малых и больших податливостей винклерова слоя приведена 
оценка для возмущения матрицы, обратной матрице податливости. 
6. Предложенный в работе подход дает возможность для случая контакта 
шероховатых тел объединять характеристики "глобальной" (т.е. описывающей 
перемещения точек поверхности гладкого упругого полупространства как суперпо-
зицию его реакции на действие контактного давления, распределенного по всей 
контактной площадке) и "локальной" (т.е. определяющей зависимость перемеще-
ний поверхности контакта только лишь от контактного давления в той же точке 
контактной площадки) податливостей. Это соответствует суперпозиции ядер соот-
ветствующих граничных интегральных уравнений [1]. При этом в общем случае 
решение этого уравнения нельзя представить в виде суммы решений, соответст-
вующих каждому из ядер – его нужно решать совместно. 
7. Из физических соображений можно заключить, что решение контактной 
задачи для шероховатых тел имеет в некотором смысле смешанный характер, соче-
тая в картине распределения контактных давлений свойства, присущие случаям 
контакта гладких тел, с одной стороны, и жестких штампов с упругой прослойкой, 
– с другой. Для случаев, близких к названным крайним, получены асимптотические 
оценки поведения решения (см. п.5). При этом остается открытым вопрос о транс-
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формации распределения контактнх давлений при варьировании податливости 
слоя, имитирующего шероховатость, от нуля до бесконечности. 
В комплексе предложенные подходы и соотношения составляют теоретиче-
скую основу для решения задач исследования контактного взаимодействия гладких 
и шероховатых сложнопрофильных упругих тел. В дальнейшем планируется про-
вести численную реализацию построенной математической модели и применить 
описанные разработки для решения ряда прикладных задач. 
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У статті запропоновано підходи до розв’язання задачі про контактну взаємодію гладких і шорстких 
тіл. Задача зводиться до граничного інтегрального рівняння. Дискретизація шуканого контактного тиску 
здійснена за допомогою методу граничних елементів. Вплив шорсткості моделюється за допомогою 
пружної основи Вінклера . Отримані асимптотичні оцінки для визначення впливу податливості шару на 
контактний тиск. 
Ключові слова: контактна взаємодія, контактний тиск, інтегральне рівняння, метод граничних 
елементів, шорсткість, напружено-деформований стан, податливість 
 
The paper suggests approaches to task solving of contact interaction of smooth and rough bodies. The prob-
lem is reduced to a boundary integral equation. Discretization of desired contact pressure performed using bound-
ary element method. The effect of roughness is modeled by Winkler elastic foundation. Asymptotic estimates are 
received to determine an effect of layer's ductility on contact pressure. 
Keywords: contact interaction, contact pressure, integral equation, boundary element method, roughness, 
stress-strain state, ductility 
 
 
